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Diffusion des Rayons X par les Fluides*

Par GErarD FOoURNETT

Office National d’Etudes et de Recherches Aéronautiques
Direction Matériauz, 25 Avenue de la Division-Leclerc, Chatillon | Bagneuz (Seine), France

(Regu le 20 septembre 1950)

The intensity of radiation scattered in a medium has been expressed by Zernicke & Prins by means of
a probability function P(r) for finding two molecules at distance 7; this function contains a purely
geometrical description of the state of the system without attempting any explanation. We give here
an expression for this intensity based on the kinetic theory of fluids of Born & Green; this expres-
sion contains the characteristic features of the molecular assemblage, namely, structure factor,
intermolecular force potential, average volume per molecule, and temperature.

The theoretical and the experimental curves for the scattering by argon (gas and liquid) agree in

all essential features.

1. Introductioa

Le développement de I’étude de la diffusion des rayons
X aux faibles angles par des solutions de grosses parti-
cules (molécules de protéines par exemple) a donné un
nouvel intérét aux théories de la diffusion des rayons X
par les ensembles de particules. Le but de notre travail
est I’étude de l'influence du rapprochement des parti-
cules sur la répartition du rayonnement diffusé en
fonction de 'angle. Notre exposé principal sera limité
au cas ol les particules, toutes identiques, possédent la
symétrie sphérique.

La formule classique (Zernicke & Prins, 1927) de
'intensité I du rayonnement diffusé par un ensemble de
N particules (contenues dans un volume ¥) en fonction
de ’angle de diffusion 20 est:

1) =I(h) NFz(h){l —vl J “[1=P()] Si;::” 47rr2dr} ,
1J0
()
109 =20y 512, (1is)

* BExtrait du paragraphe 1-2-4 d’une thése de Doctorat
d’Etat présentée a la Faculté des Sciences de Paris: ‘Etude
théorique et expérimentale de la diffusion des Rayons X par
les ensembles denses de particules’ (Paris, 1950).

ol & désigne le rapport (4msin6)/A, I,(h) intensité
diffusée par un éléctron, F(h) le facteur de structure de
chaque particule, et v, le volume moyen offert & chaque
particule (v;=V/N). La fonction de répartition P(r)
gert & définir la probabilité P de trouver & la fois le
centre d’une particule dans un élément de volume dv,,
trés petit devant les dimensions des particules, et le
centre d’une aqutre particule dans un élément dv; situé
& une distance r de dv,:
_dv,dv;
oo
I1 est difficile d‘étudier & partir de la formule (1)
I'influence du rapprochement des particules sur la
courbe de diffusion: quand la concentration de la
matiére augmente, v; diminue, mais on ne connait pas
a priori évolution de P(r). Cette derniére fonction,
inventée pour les besoins de la cause, ne fait que
traduire un aspect géométrique de la réalité sans 'ex-
pliquer. Pour aller plus loin, il faut donc relier la fonc-
tion P(r) a d’autres caractéristiques de la matiére
étudiée et substituer & Dlexpression géométrique de
I'intensité (1) une expression ‘thermodynamique’.

P P(r).

1 Actuellement éBivision Rar,yons X de I'O.N.E.R.A.,
Laboratoire du Professeur Guinier, Conservatoire National
des Arts et Métiers, 292 Rue St Martin, Paris III, France.
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Dans la théorie statistique des fluides, Yvon (1935,
1937 a, b), le premier, introduisit I’emploi systématique
de P(r) et d’autres fonctions analogues plus com-
pliquées (voir ci-dessous). Le probléme principal de la
théorie est alors de déterminer les différentes propriétés
d’un fluide (composé de molécules identiques) & partir
des lois de force entre molécules. Pour des molécules &
symeétrie sphérique les forces intermoléculaires sont des
forces centrales et par conséquent 1’énergie potentielle
d’un couple de molécules ne dépend que de leur distance
r et peut donc se noter par ¢(r). On désigne par

Nt Xy, Xy, o0, X)X dX, ..
la probabilité pour qu’au temps ¢, ¢ molécules distinctes
soient situées respectivement dans les éléments de
volume dx; dont les positions sont déterminées par les
vecteurs x;. Dans un milieu homogeéne, la fonction n,
ne dépend que du module r,, du vecteur (x,—x,); la
probabilité de trouver & la fois une particule dans dv,
et une particule dans dv; est donc ny(ry;)dv,dv;. Si
onremarque que 7, dv, désigne la probabilité de trouver
une particule dans le volume dv, on obtient la relation
n;=(v,;)~L. Il en résulte que

- dx,,

py="20) @)
De méme ™

fot, X1, X, o, X, ), By oo, ) Xy, vy dX, dEy, ..., dE,
est la probabilité pour qu’au temps ¢, ¢ molécules
distinctes contenues respectivement dans les éléments
de volume dx; définis par les x; aient des vitesses com-
prises entre §; et §,+dE,.

Ces définitions posées, les équations de continuité et
du mouvement peuvent étre établies. En imposant aux
équations d’équilibre la forme générale déterminée par
la mécanique statistique, on obtient ensuite une chaine
d’équations reliant n, & ng, n; & ny, ete. Cette chaine
d’équation a été trouvée par Yvon (1935), Kirkwood
(1946) et plus récemment par Born & Green (1946)
et Green (1947).

2. Rappel de la théorie de Born & Green

Afin de pouvoir calculer ny(r), Born & Green emploient
le principe de superposition de Kirkwood & Boggs
(1942) qui admettent que la probabilité nydv,dv;dv, de
trouver trois particules distinctes, respectiverment dans
les éléments de volume dv,, dv; et dv,est égale &

nydvdv;dv,= P(ry;) P(ry) P(ry) nddv,dv;dv,.
La structure mathématique de I’équation fonction-
nelle en n,(r) ainsi obtenue suggére de poser (Rodriguez,

1949) g,
0 —Pr—e| ~GRH0 ] @
o)

1
et a(r)=exp [— T

I’équationrésultante en f(r) est résolue par Rodriguez
en supposant que, d’une part, on peut négliger

far), f3r), ..., ete,

~1. )
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et que, d’autre part, on peut remplacer dans certains
cas f(r) par sa valeur moyenne (¢—1) prés de l’origine.
Ces approximations sont d’autant meilleures que la
matiére est moins concentrée. Le résultat est

1 [t enpR)
7f(r)= J(2n)f s T S hrdh, ()
oll #(h) est défini par
hB(h) = T(1277) f:;: ra(r) sin hrdr. (6)

Les propriétés de réciprocités des intégrales de Fourier
permettent d’écrire également:

efrh)
vy (2m)E—eB(h) ~ |(2m)

N rf(rysinkrdr. (7)

Le chemin d’intégration C doit étre identique pour
toutes les transformations de Fourier (5), (6) et (7).
Si I’équation v,(2m) " —ef(h)=0 (8)
ne posséde pas de racines réelles, C sera tout simplement
Paxe h (ou r suivant le cas) en entier. Dans le cas con-
traire, et pour un tel chemin d’intégration, I’intégrale
(5) ne convergerait pas. I)’aprés la théorie des intégrales
de Fourier le chemin d’intégration peut &tre quelconque
dans les plan complexe pourvu qu’il débute & —oo sur
Paxe réel pour aboutir & +-co sur le méme axe. L’inté-
grale (5) peut alors conserver un sens si, d’une part, il
existe une fonction aralytique £(z) qui se réduit & #(h)
quand z=h (réel) et si, d’autre part, le chemin d’inté-
gration C' ne comprend aucune racine {réelle cu com-
plexe) de (8).

Si on fait décroitre régulierement le volume moyen
v, (c’est-a-dire augmenter la concentration de la matiére)
il apparait donc une discontinuité dans la méthode de
calcul (et par conséquent dans les propriétés) de f(r) au
moment ot I’équation (8) commence & avoir des racines
réelles. Born & Green ont identifié cette discontinuité
avec le passage de ’état gazeux i I'état liquide. (Etat
gazeux quand v, est grand et que (8) ne posséde pas
de racines réelles.)

3. Diffusion des rayons X par les gaz
Si I'on veut, au moyen de I'expression (1), obtenir
P'intensité diffusée par un ensemble de particules, il faut
d’abord évaluer v,(h). D’aprés les précédentes défini-
tions nous pouvons écrire:
]

soit, en employant les mémes approximations que
Green & Rodriguez-

P(r)— 1 ~a(ry+a(r) flr)+fir) ~ea(r) +f(r)

Pi)=1=latr)+ 11| s+ 50+

d’ou
_vz(h)z
v, h oy

1(2m¢ 2
h J@n)

J- rlea(ry+f(r)]sinkrdr. (9)
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Nous tenons & préciser que bien évidemment le
chemin d’intégration de (9) est toujours l'axe réel.
Dans le cas des gaz les intégrales (6), (7) et (9) sont
effectuées sur le méme parcours. Elles peuvent donc
étre comparées directement ce qui fournit:

vo(h) 1 (2m)} _ EAR)
vy ko [hﬂh)+ v, (2m) T —eB(h) |

L’expression générale de lintensité (I) devient
(Fournet, 1949q)

I(h)=

Y
yy -~ (2m)E ef (k)

L’expression (10) est simple; il est intéressant de
remarquer que nous r’avons pas besoin de calculer P(r)
puisque cette fonction n’intervient que par l'inter-
médiaire d’une certaine intégrale, intégrale qui a
quelques détails prés figure déja dans la théorie de
Born & Green.

On peut penser que la formule (10) établie pour les
gaz est encore valable pour les solutions de grosses
particules (protéines par exemple) si on néglige les inter-
actions particules—solvant et la diffusion propre du
solvant (cette diffusion se produit dans un domaine
angulaire trés différent de celui relatif aux grosses
particules). Nous devons toutefois noter une différence:
la. théorie de Born & Green suppose que les particules
constituant le fluide n’ont aucune énergie cinétique de
rotation; ceci est tout & fait justifié d’apres les régles de
la mécanique ondulatoire pour les petites particules
(atomes par exeraple) mais ne ’est plus dans le cas de
grosses particules. Nous avons repris les équations
générales en y ajoutant les termes dus & I'énergie
civétique de rotation; dans les hypothéses déja faites,
I’équation en 7n(r) reste néanmoins inchangée ce qui
justifie 'emploi de ’expression (10).

Les anciennes formules (genre Zernicke & Prins ou
Debye & Mencke) n’ont pas une structure mathématique
simple: P(r) dépend & la fois de la conceniration et des
forces interparticulaires. La formule (10) que nous pro-
posons a avantage de séparer ces effets (la concentration
r’intervient que par v, et la nature des forces entre
particules que par I'intermédiaire de (%))

1,(h) NF2(h ) (10)

Ewolution des courbes de diffusion avec la pression
L’expression (10) peut encore s’écrire
1
€(v;) ™! B(R)
ce qui montre que les formes des courbes de diffusion
sont uniquement déterminées par le rapport
= (2m)} e(v,) !

et que ce n’est que pour attribuer une courbe & une
certaine concentration qu’il faut connaitre e. Dans
beaucoup de cas (température pas trop basse, pressions
peu élevées) on peut admettre que € est égal & I'unité.

I(h)=1,h) ZVF2(h) (10 bis)

—(2m)}
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Rodriguez (1949) a donné une formule générale per-
mettant de calculer €. Siv, est trés grand, on retrouve
le résultat classique (voir Guinier, 1939)

I(h)=I,(k) NF*()

relatif aux ‘particules éloignées’. Nous possédons
maintenant un critére pour préciser ’expression ‘par-
ticules éloignées’: il faut que uf(h) soit petit devant
I'unité.

La plupart des diagrammes de diffusion des rayons
X sont interprétés en s’intéressant uniquement 3
I’absence ou & la présence d’un maximum et, dans ce
dernier cas, 3 sa position. Remarquons donc que la
fonction définie par {10 bis) présente un extremum pour

Py R0 BB T gy
L—ufh) | F(h) " L1—up(h)]
soit encore, en écartant les solutions F(h)=0 et en
éliminant ’extremum correspondant & A=0:
1 FR)p'(h
LIOMD | pi=y. (12)

u_ —2F'(h)

La connaissance de la courbe représentative de la
fonction y(h) permet alors de déterminer tous les
aspects de I'intensité diffusée:

(a) Pour de trés grandes dilutions de la matiére
(v, grand) la droite y=u"' ne peut couper la courbe
y(k). L’intensité ne présente pas d’autre maximum que
celui situé & l’origine (nous supposons que la fonction
F(h) est décroissante dans le domaine utile).

(b) Pour la concentration telle que {u)~! soit; égal au
maximum maximorum de y(#) la courbe I(h) posséde
un point d’inflexion & tangente horizontale.

(¢) Pour des concentrations plus grandes, il y a en
général deux intersections de la droite y=u"! et de la
courbe y(h). Si F(k) est décroissant dans le domaine
considéré Uintensité préseate un minimum quand la
dérivée y'(h) au point d’intersection est positive, et un
maximum dans le cas contraire.

Le maximum se produit donc, au contraire du mini-
mum, pour des angles de plus en plus grands av fur et &
mesure que la concentration augmente. Le résultat
précédent est général [F'(h)<0] en ce sens que 8l
existe un maximum ou un minimum (autre que ’extre-
mum se produisant & £ =09) ils suivent la régle indiquée,
mais il se peut évidemment que les différentes condi-
tions (encombrements, domaine de stabilité, etc.) qui
limitent inférieurement le volume v, ou bien certaines
configurations de F2(k) et de (k) fassent que les courbes
3 maximum-minimum ne soient jamais atteintes. D’un
autre coté il est égalernent possible que l'intensité
présente plusieurs maxima et plusieurs minima, cer-
tains pouvant d'ailleurs apparaitre ou disparaitre au-
dessus d’une certaine concentration. Pour des par-
ticules & structure interne fortement marquée (CCl, par
exemple) il peut exister des domaines ou F(h) est
croissant. Dans ces domaines les extrema suivent la
régle contraire & celle précédemment énoncée,
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Tous les extrema appartiennent & la courbe repré-
sentative de

—2F'(h) p(h)
F(h) ' (R)

L’équation (12) montre que dans le cas ot le facteur
de diffusion est décroissant les extrema ne peuvent avoir
lieu que dans les domaines ot B(k) est croissant. Nous
examinerons plus loin les renseignements que I’on peut
obtenir & partir de la position angulaire des extrema.

E(h)=1I,(h) NF(h) [1 + :I . (12bis)

B

Y

L.
-
<
=
°
-
Z
—
—
£
=
-
h

Fig. 1. Exemple schématique montrant les courbes repré-
sentatives de A(k), y(h) et des fonctions correspondantes
I(h) [NI,(R)]* relatives & différentes concentrations (carac-
térisées par les différentes valeurs de ). On a indiqué &
partir des courbes y(k) et E(k) la construction du maximum
de la courbe de diffusion relative & u.

Nous représentons sur la Fig. 1 un exemple sché-
matique montrant la fonction f(%), la fonction y(k) et
différentes courbes de diffusion pour lesquelles nous
avons porté en ordonnée I(h)[I,(R)N]'; dans ces
conditions, les courbes de diffusion passent par des
points fixes (la position angulaire de ces points est
définie par la condition #(k)=0) et la courbe relative au
volume moyen, v,, est entidrement comprise entre les
courbes relatives & v, +dv, et v, —dv,.

DIFFUSION DES RAYONS X PAR LES FLUIDES

Dépouillement des expériences

Alors que les anciennes théories permettaient de
calculer P(r) aprés une inversion de Fourier des données
expérimentales, la formule (10) peut fournir A(h) et
méme la fonction du potentiel ¢(7) elle-méme. On peut
ainsi espérer relier de fagon relativement simple les
résultats des mesures de diffusion des rayons X avec
différentes caractéristiques de la matiére étudiée (équation
d’état par exemple). Deux courbes d’intensités I,(%)
and I(k) relatives & des volumes moyens v, ; et v,
suffisent théoriquement pour calculer

_L(h)—I(h)
B e =TT m

Ve Uy

d’ou la fonction a(r) par inversion de Fourier (6) et
@(r) par (4). Cette derniére relation montre que le
potentiel ®(r) sera trésmal connu lorsqu’il sera supérieur
4 3kT. environ (une trés grande variation de ® produit
une faible variation de «).

La formule (10) permet également d’obtenir le
facteur de diffusion—dont I'interprétation peut fournir
de précieux renseignements (Guinier, 1939; Fournet,
1950)—par
Iy (h) I(R) [9y,—1,:]

o/ p LK i 1,k Y,:
Tk NE¥R) I,(h) R ()] V1,5 )
Si I'on dispose de plusieurs courbes expérimentales

relatives & plusieurs valeurs de v, il y a intérét &
étudier pour chaque valeur de A les variations de

NI _ 1 [ @mieph)
I(h) ‘F"*(h)[ Ty ]

en fonction de (v,)~1. Cette courbe doit &tre une droite
qui permet de déterminer F'2(h) (inverse de I’ordonnée 3
Porigine) et ef(h) (li€ au coefficient angulaire).

(13)

4, Diffusion des rayons X par les liquides

Dans ce cas, I’équation (8) possédant en général deux
racines réelles A, et —h, (f(h) définie par (6) est une
fonction paire), le chemin d’intégration C' des intégrales
(6), (6), (7) ne peut étre constitué par la totalité de I’axe
réel. La difficulté mathématique est alors de comparer
la valeur de ces intégrales & l’expression v,(k) com-
portant une intégration sur ’axe réel. Une suite de
calculs (voir détails Fournet, 1950) permet d’aboutir,
pour P'expression de l'intensité diffusée par un liquide,
& (Fournet, 19495, ¢)

v, F2(h) 2v, hoF2(R)
v —(2miep(h) (2m)E (RG—h*)ef'(hy)]’
(14)
ol f'(h,) désigne la dérivée de la fonction (k) prise au
point A=h,. L’expression (14) convient aussi bien pour
les liquides que pour les gaz puisque dans ce dernier cas

il n’y a pas de racines réelles de (8) et que, par con-
séquent, on doit supprimer le deuxiéme terme de (14).

I(h)=NI,®) {
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Dans le cas des liquides chaucun des termes de (14)
tend vers l'infini quand % tend & k, mais un développe-
ment limité dans cette région permet d’écrire

1 { }= ! ﬂ”(ho) _L
h)"T (2m)t e (o) 26 (ho)  2hg

+(h—hy)...,
(15)

ce qui montre qu’il n’y a aucune discontinuité dans la
courbe de I'intensité au voisinage de h=h,,.

Calcul numérique

Comme pour les gaz la forme de la courbe de diffusion
est uniquement déterminée par la valeur du rapport

= (2m) e(0)) > =[A(ho)]
1 2h,

I =L W NFR) | B#) ~ fho) o o - (14Dis)
Blhe)  flhg)

La courbe (k) étant tracée, on détermine graphique-
ment g, abscisse du point d’intersection de la droite
y=u"1 avec la courbe S(k), puis la dérivée £'(h,). Il se
peut que la courbe représentative de I(%) présente une
oscillation autour de A=A, mais nous savons que ce
n’est 14 qu’une conséquence de I'imprécision des
déterminations graphiques (voir (15)).

Evolution des courbes de diffusion avec la pression

Le premier terme de (14 bis), négatif pour I’angle nul,
décroit d’abord jusqu’a —oo (A=Ah,), repart de +oo et
reste toujours positif. Le second terme subit une
évolution inverse et son influence ne se fait sentir
pratiquement que de A=0 & hA=2h, (cette derniére
limite est arbitraire). Dans la région souvent la plus
intéressante (région du premier maximum situé & un
angle non nul) 'influence du deuxiéme terme est faible.
La position et la valeur de ce maximum seront donc
déterminées en premiére approximation par les régles
précédemment établies pour les gaz (expressions (12) et
(12bts)). On peut prévoir le sens dans lequel il faut
modifier ces prévisions. Les extrema de (14bis) sont
en effet déterminés par I’équation en A suivante:

2F'(

F(h) |:2If"(h) uB'(h)
ho)u<h2 kﬁ)[F(h) ]=°' (16)

1—uph 1—up(h)

Le deuxiéme terme de (16) est tou]ours petit et positif
dans la région considérée (4’(ky) <O et k> hy). Pour que
P’équation aux extrema soit résolue il faut donc que son
premier terme soit légérement négatif. Les maxima de
la courbe de I'intensité seront par conséquent situés &
des angles plus grands que ceux prévus par I’étude du
premier terme de (14b¢s), les minima obéiront a la
régle contraire. Les valeurs des ces extrema sont
légérement inférieures & celles prévues par (12 bis).
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5. Diffusion des rayons X par un ensemble de
sphéres dures sans action I’une sur ’autre
Pour montrer comment on peut se servir des expressions
que nous venons d’établir nous allons d’abord reprendre
un probléme de Debye (1927) (c’est en fait la généralisa-
tion du probléme que Zernicke & Prins avaient résolu
pour un espace linéaire): le calcul de l'intensité du
rayonnement diffusé par un ensemble de sphéres
identiques, impénétrables, de rayon R et de volume v,
contenant n électrons et n’exergant aucune force les
unes sur les autres. Pour traduire ces faits il suffit de
supposer que la fonction potentielle, infinie pour 7
compris entre 0 et 2R, est nulle pour » > 2R.
11 en résulte que:

a(r)=—1
a(r)=

(0<r<2R),
(r>2R).

Le calcul de la fonction S(k) fournit:

1 +2R )
hp(h) =MJ—2R (—1)rsinhrdr

16R3
ENCL) [3

sin 2AR —2hR cos 2hR
(2hR)3

8y,
=~ En)i D(2kR),

ot O*(x) est la fonction qui intervient dans le calcul de
Iintensité du rayonnement diffusé par une sphére
(Guinier, 1939). L’évaluation de F%(k) nécessaire pour
appliquer I’expression (10) fournit justement n2d2(%R)
d’olt (Fournet, 1949a)
D(hR)
I(h)=1,(h) Nn? .

0= L) N 4 GoeToy) O(E)

Pour résoudre le méme probléme, Debye avait admis
a priori que la fonction P(r), nulle pour 0 <7 < 2R, était
égale 3 ’'unité pour »>2R. 1l obtenait ainsi

(17)

8v,

I(h)=1,(h) Nn2@*hR) [1—— <I>(2hR)], (18)

expression approchée de (17) pour les petites valeurs de
vp/vy (si €=1) mais qui fournit des valeurs négatives
aussitét que 8vy/v; est plus grand « ‘e l'unité. Le
maximum (5,76) de la valeur de ce ra},.ort est atteint
dans les systémes hexagonal compact ou cubique & faces
centrées. (Pour une discussion plus compléte de la
formule (18) voir Fournet (1950).)

Notre formule (17) peut se généraliser au cas oil les
mémes particules sphériques (rayon R) ont un rayon
d’impénétrabilité pR (distance entre centres supérieure
& 2pR); elles n’exercent par ailleurs aucune force I'une
sur l'autre. Ce cas peut se trouver réalisé dans I’étude
de certaines solutions aqueuses de grosses molécules
(protéines par exemple) entourées d’une couche de

* Ne pas confondre cette fonction ® avec la fonction du
potentiel ®(r). Nous n’avons pas changé les notations habit-
uelles car il nous semble que le contexte indique toujours
nettement le sens qu’il convient d’attribuer & @.
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molécules d’eau; cette couche n’intervient pas dans le

calcul de Il'intensité mais empéche évidemment les

molécules de protéines de venir au contact.
L’expression générale de I'intensité est

®2(hR) .
= 2 ;
I(hy=1I,h)Nn 15 Bpogevy) OipR)’ (17 bis)
\
T
z
S
1 [l 1 -
1 2 3 hR

Fig. 2. Réseau de courbes de diffusion relatives & des sphéres
dures et sans action I'une sur I’autre, d’aprés la formule (17).

1
~p

1 (h).[Nle (h)]

17 {2 3 hR

Fig. 3. Réseau de courbes de diffusion relatives & des sphéres
dures et sans action 1'une sur I'autre, d’aprés Debye (1927,
formule (18)).

Sur les Figs. 2 et 3 nous donnons deux réseaux de
courbes I (k) relatifs I'un & notre formule (17) (Fig. 2),
Pautre & la formule de Debye (Fig. 3). Aumoyen de leur
principe de superposition et & partir de considérations
thermodynamiques Kirkwood & Boggs (1942) ont
établi une équation fonctionnelle en P(r) trés semblable
4 celle de Born & Green. Ils ont déterminé pour le
modéle (sphéres dures et impénétrables) dont nous
venons de parler, la fonction P(r) et comparé celle-ci &
une fonction expérimentale relative & I’argon. L’accord

DIFFUSION DES RAYONS X PAR LES FLUIDES

n’est pas excellent. Il nous semble d’ailleurs délicat
d’essayer d’expliquer les propriétés des liquides & partir
de particules n’exer¢ant aucune action I'une sur I'autre.

6. Diffusion des rayons X par Pargon

Pour éprouver la validité des expressions que nous avons
établies, nous croyons préférable de comparer les courbes
d’intensité (I'une expérimentale, l'autre calculée 2
partir de (10) ou (14)) plutét que les courbes P(r) (I'une
déterminée par inversion de Fourier des données ex-
périmentales, I’autre calculée numériquement & partir
de SB(k)). Nous avons choisi comme substance I’argon
qui a été bien étudié et dont les molécules sont mono-
atomiques et sphériques. Lennard-Jones (1937) a
proposé pour 'expression du potentiel ®(r) relatif aux
gaz rares la forme suivante:

wo-ef 4 42]]

Le terme en 7—% est un résultat théorique (forces de
dispersion de London (1930)) tandis que le terme en
=12 a été choisi pour traduire I’existence des forces de
répulsion. Les constantes ¢, et 7, relatives & I’argon ont
été déterminées & partir de certaines données expéri-
mentales (Lennard-Jones, 1937). Nous pouvons donc
calculer lintensité des rayonnements diffusés par
Pargon, soit liquide, soit gazeux, grice aux expressions
(10) et (14). Les formules de définition (4) et (6) mon-
trent qu’il existe une fonction f(k) pour chaque tem-
pérature. Le calcul effectif des £(h) fait intervenir une
intégrale transcendante, aussi les calculs numériques
sont-ils laborieux. Nous nous sommes servis de la
courbe f#(h) calculée par Rodriguez pour 150° K. pour
établir les courbes déja publiées (Fournet, 19495) mais
pour les courbes du présent mémoire, nous avons
utilisé (et complété) les résultats de Montroll & Mayer
(1941) plus précis et relatifs & un certain domaine de
température. La Fig. 4 indique les résultats expéri-
mentaux de Eisenstein & Gingrich (1942) relatifs &4 un
gaz et un liquide sous des pressions voisines de la pres-
sion d’ébullition & la température des expériences,
149,3°K. (& titre de référence la courbe du carré du
facteur de structure F2(h) de I’argon est représentée en
pointillé). Signalons que la technique expérimentale
était trés soignée: emploi de radiation rendue mono-
chromatique par réflexion sur une lame de calcite,
chambre dans le vide. La Fig. 5 donne nos résultats
théoriques relatifs & I’argon gazeux au point d’ébullition
(#=0,0565 A.—3). Les courbesdesliquides ont été tragées
sur la Fig. 6; comme nous I'avons déja fait remarquer,
la forme d’une courbe de diffusion n’est déterminée que
par la valeur du rapport u=(27)te(v;)~! et, pour
obtenir un ordre de grandeur de la valeur de % corre-
spondante & la courbe expérimentale ‘liquide’, nous
pouvons remarquer:

(@) Les courbes ‘gaz’ varient assez peu autour de
%=0,0565 A.—3,
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(b) Les déterminations de ¢ faites par Rodriguez
(1949) pour l'argon & 150°K. montrent que ¢ varie
relativement peu dans la région étudiée et voisine du
point d’ébullition; on peut donc admettre que les
variations de » ne proviennent que des variations de v,

(déterminées & partir de la densité).

1{h)

N 1 i 1 Il
1 2 3 4 h(A™)

Fig. 4. Courbes expérimentales de diffusion relatives & ’argon
soit liquide soit gazeux & des pressions trés voisines de sa
pression d’ébullition & 149,3° K. A titre de référence la
courbe du carré du facteur de structure F2(h) est repré-
sentée en pointillé fin.

1 (h)

1 2 3 4 h(AT)

Fig. 5. Courbe théorique de diffusion de I’argon gazeux & sa
pression d’ébullition & 149,3° K.

Eisenstein & Gingrich indiquent pour rapport des
densités du gaz et du liquide qu’ils ont examiné &
149,3°K..: 0,737 x (0,330)~1, ce qui permet, combiné &
notre premiére remarque, de fixer ’ordre de grandeur
de la valeur de « relative au liquide &

0,0565 x 0,739 x (0,330)~1=0,126 A.~3,
Le meilleur accord entre les courbes expérimentales et

théoriques correspond & %=:0,143 A.-3 (courbe tiretée
de la Fig. 6).
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L’accord général est trés bon. Les maxima sont bien
prévus a leur position. Les fortes intensités diffusées
aux faibles angles par le gaz au voisinage du point
d’ébullition sont fournies directement par la théorie;
il n’y a pas besoin de faire appel & des hypothéses
spéciales (Eisenstein & Gingrich, 1942; Vineyard, 1948)
sur la formation d’essaims d’atomes, ni de décomposer
arbitrairement 'intensité en jleux termes comme le fait
Vineyard. Les résultats expérimentaux de Eisenstein
& Gingrich, relatifs & d’autres températures, vérifient
parfaitement les lois générales que nous avons établies
au sujet de la position et de l’existence des maxima
(voir particuliérement les courbes (5) et (6) du mémoire
d’Eisenstein & Gingrich).

I(h)

u=0,200 AT}
u=0,143 A3

u=0,100 A3

~

1 2 3 h (A7)

Fig. 6. Courbes théoriques de diffusion de I’argon
liquide & différentes densités & 149,3° K.

Signalons enfin que la trés forte différence entre les
valeurs de I'intensité diffusée aux trés faibles angles par
le gaz et le liquide correspondant est un fait général
prévu par ’expression (14).

7. Généralisations
Particules identiques mais non sphériques

Examinons d’abord le cas ol les particules, toutes
identiques, ne possédent pas la symétrie sphérique.
L’expression (1) n’est plus valable car il faut distinguer
la moyenne du carré du facteur de structure F3(%) et le

carré de la moyenne F(). Si I'on suppose que les
orientations des particules et la position de leur centre
sont indépendantes en probabilité on obtient dans le

cas des gaz (Fournet, 1949a)
e b
110 = 1,00 NP0 + F B0l 1

L’étude mathématique détaillée de cette fonction
fournit des résultats semblables & ceux développés dans
§3. Pour des particules pas trop anisotropes, pour
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lesquelles le rapport (If’z-—Fn)/Fe est petit devant
l'unité, on peut méme employer I'expression (10) sans
commettre de grosses erreurs. Une étude expérimentale
(Fournet, 1950) de la diffusion des rayons X par des
solutions plus ou moins concentrées d’hémoglobine
humaine, fournit des courbes de diffusion en parfait
accord avec la théorie (Fig. 7).

Nous ne donnerons pas la formule concernant les
liquides dont les molécules sont de formes quelconques,
car il parait peu vraisemblable de supposer, pour des
états de la matiére aussi concentrés, que les forces entre
de telles molécules ne dépendent que de la distance de
leur centre.

1A

1x1072
1

2 Xl10‘2 3 XM0-? radian

i
Angle

1
1 degré

Fig. 7. Courbes expérimentales de diffusion par des solutions
aqueuses d’hémoglobine humaine & différentes concentrations
(= est la rapport de la masse d’hémoglobine & la masse totale
de la solution).

Dans le cas ol les orientations et les positions des
particules ne sont pas indépendantes, nous avons pu
établir (Fournet, 1950) une expression ‘géomsétrique’
de lintensité, généralisation de l'expression (1). Il
reste encore & trouver I'expression ‘thermodynamique’
correspondante.

Ensemble de plusieurs espéces de particules

Nous avons généralisé I'expression (1) en intro-
duisant des fonctions P(r), liées & la probabilité de
trouver une particule d’espéce ¢ & une distance r d’une
autre particule d’espéce j. Si I'on étend par ailleurs la
validité dela théorie de Born & Green & de tels ensembles
on obtient en définitive une expression de I'intensité ne
faisant intervenir—en dehors des facteurs de structure,
du nombre de particules de chaque espéce contenues
dans le volume ¥ exploré et de la température—que les
fonctions ®@,;(r), expression du potentiel mutuel entre
deux particules d’espéces 7 et j (Fournet, 1949¢, 1950).

DIFFUSION DES RAYONS X PAR LES FLUIDES

8. Limites de ’application de la
théorie de Born & Green
Les deux principales hypothéses de la théorie de Born
& Green sont:

(@) Les forces intermoléculaires sont les forces
centrales.

(b) Validité du principe de superposition.

La premiére hypothése est vérifiée dans le cas de
particules & symétrie sphérique (atomes de gaz rares
par exemple). Dans les autres cas on ne peut admettre
sa validité que si la matiére n’est pas trop concentrée
(par exemple la théorie ne peut s’appliquer & I’eau
liquide). 11 est difficile d’évaluer exactement la 1égiti-
mité du principe de superposition (Prigogine étudie
actuellement cette question).

Nous devons également signaler que la théorie com-
porte un certain nombre de simplifications mathé-
matiques (en particulier dans la résolution de 1’équation
fonctionnelle en 7,(r) out ’on remplace dans certains cas
Sf(r) par sa valeur moyenne e—1). Sans faire aucune
hypothése ou simplification supplémeniaire, nous avons
transformé Uexpression générale de Vintensité (1) grdce
aux résultats de Born & Green. L’expression (1) est
valable—en gros—sous la seule condition qu’il y ait
indépendance entre les positions et les orientations
des particules, ou, ce qui revient au méme, que les
forces interparticulaires soient des forces centrales,
c’est-d-dire précisément une des hypothéses de la
théorie de Born & Green. Les expressions (10) et (14)
ont donc le méme domaine de validité que cette théorie.

1l est difficile de préciser ce domaine. Ce qui est sfir
c’est que nos formules (10) et (14) constituent une
approximation de la wvéritable expression thermo-
dynamique de Uintensité du rayonnement diffusé. Cest
Vexpérience qui doit nous renseigner sur la valeur de
celte approxvmation: nous avons vu qu’elle est trés
bonne pour l'argon aussi bien gazeux que liquide &
149,3° K.

9. Conclusions

Les différents auteurs (Debye, 1927; Gingrich & Warren,
1934; etc.) qui ont étudié I'influence du rapprochement
des particules au moyen de ’expression (1) se sont
donnés a priori une fonction P(r). On peut faire une
grave objection & ces travaux; leur but est de déter-
miner l'influence du rapprochement entre particules,
mais ils supposent tous tmplicitement que la fonction
P(r) ne varie pas avec le rapprochement des particules.
La théorie de Born & Green prouve qu’il n’en est pas
ainsi: les expressions (3) et (5) montrent nettement
(& T constant) I'influence de »; sur P(r). Il est donc
difficile dans ces conditions de préciser la valeur des
résultats obtenus par ces auteurs.

Il nous a semblé plus intéressant d’établir une
nouvelle expression de I'intensité & partir de considéra-
tions thermodynamiques. Cette nouvelle expression,
a4 l'opposé des anciennes, ne fait intervenir que les
caractéristiques intrinséques de I’ensemble de particules
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étudiées: volume moyen offert & chaque particule,
température et potentiel ®(r) des forces interpar-
ticulaires. Les principaux avantages que présentent
donc cette formula sont:

(1) Sans connaitre @(r) elle permet de prévoir les
modifications qu’apporte & la courbe de diffusion le
rapprochement des particules.

(2) Si on connait le potentiel ®(r) on peut calculer
les courbes de diffusion relatives & toutes les concentra-
tions de la matiére et toutes les températures.

(3) Si on dispose de plusieurs courbes de diffusion
relatives & un gaz plus ou moins comprimé (ou une
solution de grosses particules plus ou moins étendue)
on peut déterminer le potentiel des forces interparti-
culaires.

Nous croyons que le développement de ces méthodes
est susceptible d’apporter d’utiles renseignements sur
la microstructure de la matiére.

Ce travail a été exécuté, au Conservatoire National
des Arts et Métiers, dans le Laboratoire du Prof.
Guinier. Nous sommes heureux de remercier Monsieur
le Prof. Guinier pour I'intérét qu'’il a porté & ce travail.
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Modulated Structures in Some Copper—Nickel-Iron Alloys

By M. E, HARGREAVES*
Crystallographic Laboratory, Cavendish Laboratory, Cambridge, England

(Recetved 18 August 1950 and in revised form 20 October 1950)

Some copper-nickel-iron alloys, of compositions characterized by the occurrence of a modulated
structure as a pre-precipitation stage in the transformation of the single-phase cubic to the two-
phase cubic structure, have been re-examined by means of a refined technique which permits X-ray
diffraction patterns of powder specimens to be made using only the Ka, characteristic radiation.
X-ray patterns of single crystals and microscopic examination of lump specimens have also been
employed.

The experimental results are described and compared with the theory of diffraction for a modu-
lated lattice, to which some extensions are made. The modulated structure is considered to be com-
posed of a regular arrangement of coherent lamellae of two intermediate tetragonal phases, and the
wave form of the modulation assumed is rectangular. Excellent agreement between theory and
experiment is obtained over the range of existence of the modulated structure.

The relation between the diffraction patterns of the modulated structures and those which arise
from independent particles of the intermediate phases is discussed, and the possible relevance of
this relation to the interpretation of the diffraction patterns of alloys of the age-hardening type is

indicated.

1. Introduction

This paper is concerned with alloys lying in the field
marked ‘metastable states’ in the phase diagram (due
to Bradley, Cox & Goldschmidt, 1941) for slowly cooled
Cu-Ni-Fe alloys (Fig. 1). This field lies at the extremity

* Now at Division of Tribophysics, Commonwealth Scientific
and Industrial Research Organization, University of Mel-
bourne, Australia.

of the solid solubility gap in the face-centred cubic
solid solution, and in it the tie lines correspond to
approximately constant Ni:Fe ratios, so that the
separation of the two equilibrium (face-centred cubic)
phases involves, chiefly, the diffusion of copper atoms.

Bradley (1940) showed that during the annealing of
quenched single-phase alloys in this field, two inter-
mediate tetragonal phases appeared—oprior to the



