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Diffusion des Rayons  X par !es Fluides* 

PAR G~RARD Fow~ETt 
Offw, e National d'J~tudes et de Recherches Adronautiques 

Direction Matdriaux, 25 Avenue de la Division-Leclerc, Chatillon 8/Bagneux (Seine), France 

(Refu le 20 septembre 1950) 

The intensity of radiation scattered in a medium has been expressed by Zernicke & Prins by means of 
a probability function P(r) for finding two molecules at  distance r;  this function contains a purely 
geometrical description of the state of the system without at tempting any explanation. We give here 
an expression for this intensity based on the kinetic theory of fluids of Born & Green; this expres- 
sion contains the characteristic features of the molecular assemblage, namely, structure factor, 
intermolecular force potential, average volume per molecule, and temperature. 

The theoretical and the experimental curves for the scattering by argon (gas and liquid) agree in 
all essential features. 

1. Introduct ion  

Le d6veloppement de 1'6rude de la diffusion des rayons  
X aux  faibles angles par  des solutions de grosses parti-  
cules (moMcules de prot6ines par  exemple) a donn6 un 
nouvel int6r6t aux  th6ories de la diffusion des rayons X 
par  les ensembles de particules. Le but  de notre t ravai l  
est l '6tude de l 'influence du rapprochement  des parti-  
cules sur la r6part i t ion du rayonnement  diffus6 en 
fonction de l 'angle. Notre  expos6 principal sera limit6 
au cas off les particules, routes identiques, possbdent la 
sym6trie sph~rique. 

La  formule classique (Zernicke & Prins, 1927) de 
l ' intensit6 1 du rayonnement  diffus6 par  un ensemble de 
N particules (contenues dans un volume V) en fonction 
de l 'angle de diffusion 20 est: 

_ sinhr 2 i 
I ( h ) = l ~ ( h ) N F 2 ( h ) ( 1 - 1 f / [ 1 - P ( r ) ] ~  dr t ' 

(1) 

I(h) - Ie(h ) NF~(h)t- 1 -v~(h) l (1 bis) 
I 

* Extrait du paragraphe 1.2.4 d'une th~se de Doctorat 
d']~tat pr~sent6e k la Facult6 des Sciences de Paris: ']~tude 
th6orique et exp6rimentale de la diffusion des Rayons X par 
les ensembles denses de particules' (Paris, 1950). 

off h d6signe le rappor t  (4zrsinO)/h, Is(h) l ' intensit6 
diffus6e par  un ~Mctron, F(h) le facteur  de s t ructure  de 
chaque particule, et v 1 le volume moyen offert ~ chaque 
particule (v 1 = V/N). La fonction de r6part i t ion P(r) 
sert ~ d6finir la probabflit6 P de t rouver  ~ / a  lois le 
centre d 'une particule dans un 616ment de volume dvk, 
tr~s pet i t  devan t  les dimensions des particules, et le 
centre d 'une autre particule dans un 616ment dv~ situ6 

une distance r de dvk: 

p =--dvk dv~ P(r). 
Vl Yl 

I1 est difficile d 'dtudier £ par t i r  de la formule (1) 
l 'influence du rapprochement  des particules sur la 
courbe de diffusion: quand la concentrat ion de la 
matibre augmente,  v 1 diminue, mais on ne connait  pas 
a priori l 'dvolution de P(r). Cette dernibre fonction, 
inventde pour les besoins de la cause, ne fai t  que 
t raduire  un aspect gdomdtrique de la rdalitd sans l 'ex- 
pliquer. Pour  aller plus loin, il fau t  done relier la fonc- 
tion P(r) ~ d 'aut res  caractdristiques de la matibre 
6tudi~e et subst i tuer  ~ l 'expression g6omdtrique de 
l ' intensit6 (1) une express ion '  the rmodynamique  '. 

t Actuellement kDivision Rayons X de I'O.N.E.R.A., 
Laboratoire du Professeur Guinier, Conservatoire National 
des Arts et Mdtiers, 292 Rue St Martin, Paris III,  France. 
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Dans la th6orie statistique des fluides, Yvon (1935, 
1937 a, b), le premier, introduisit l'emploi syst6matique 
de P(r) et d'autres fonctions analogues plus com- 
pliqu6es (voir ci-dessous). Le probl~me principal de la 
th6orie est alors de d6termiaer les diff6rentes propri6t6s 
d 'un fluide (compos6 de mol6culcs identiques) ~ partir  
des lois de force entre mol6cules. Pour des mol6cules 
sym6trie sph6rique les forces intermol6culaires sont des 
forces centrales et par cons6quent l'6nergie potentielle 
d 'un couple de mol6cules ne d6pend que de leur distance 
r et peut done se noter par ¢(r). On d6signe par 

nq(t, xl, x~, ..., xq) dx~dx~,..., dxq, 
la probabilit6 pour qu'au temps t, q mol6cules distinctes 
soient situ6es respectivement dans les 616ments de 
volume dx i dont les positions sont d6termin6es par les 
vecteurs x i. Dans un milieu homog~ne, la fonction n~ 
ne d6pend que du module ri~ du vecteur (x~-xi) ;  la 
probabilit6 de trouver ~ la lois une particule dans dv~ 
et une partictfle dans dv~ est done ne(r~)dv~dv~. Si 
on remarque que nl dv~ d6signe la probabilit6 de trouver 
une particule dans le volume dv~: on obtient la relation 
ni = (vi)-L I1 en r6sulte que 

P(r) _n~(r) (2) 
• n21 • 

De m6me 

fa(t, xi,  x~, ..., x a ~l, ~ ,  ..., ~ )  dxx, ... , dx a d ~ l ,  . . .  , d~q 
est la probabilit6 pour qu'au temps t, q mol6cules 
distinctes contenues respectivement dans les 616ments 
de volume d.~ d6finis par les x i aient des vitesses com- 
prises entre ~i et ~i + d~i. 

Ces d6finitions pos6es, les ~quations de continuit6 et 
du mouvement peuvent ~tre 6tablies. En imposant aux 
6quations d'6quilibre la forme g6n6rale d6termin6e par 
la m6canique statistique, on obtient ensure une chaine 
d'6quations reliant n~ ~ na, n~ ~ na, etc. Cette chaine 
d'6quation a 6t6 trouv~e par Yvon (1935), Kirkwood 
(1946) et plus r6cemment par Born & Green (1946) 
et Green (1947). 

2. Rappel de la th6orie de Born & Green 

Afin de pouvoir calculer n2(r), Born & Green empioient 
le principe de superposition de Kirkwood & Boggs 
(1942) qui admettent  que la probabilit6 nadv~dv~dv ~ de 
trouver trois particules distinctes, respectivement dans 
les 616ments de volume dv~, dv~ et dvz est 6gale 

n 3 dv~ dv~ dvz = P(r~) P(r~) P(rz~) n~ dv~ dv~ dv v 
La structure math6matique de l '6quation fonction- 

nelle en n~(r) ainsi obtenue sugg~re de poser (Rodriguez, 

1949) n2(r)- p(r) =exp l--@k--~ + , (3) 

F et a(r) =exp L - T T - J -  1. (4) 

L'6quationr6sultante enf(r) est r6solue par Rodriguez 
en supposant que, d'une part, on peut n6gliger 

f~(r), /a(r), ..., etc., 

et que, d 'autre part, on peut remplacer dans certains 
cas f(r) par sa valeur moyenne ( e -1 )  prbs de l'origine. 
Ces approximations sont d 'autant  meilleures que la 
mati~re est moins concentr6e. Le r6sultat est 

rf(r)= / (2 , ) j_  ~ vl(2,)_~__efl(h)sinhrdh, (5) 
C 

off/5'(h) est d6fini par 

if;: hf l (h)=?~)  rac(r)sinhrdr. (6) 

C 

Les propri6t6s de r6ciprocit6s des int6grales de Fourier 
permettent d'6crire 6galement: 

vl(21r)_~_efl(h)- j(21r) j _ ~  rf(r)sinhrdr. (7) 
C 

Le chemin d ' in t6~at ion C doit ~tre identique pour 
routes les transformations de Fourier (5), (6) et (7). 

Si l '6quation vi(2~r)-! - eft(h) = 0 (8) 

ne poss~de pas de racines r6elles, C sera tout simplement 
l 'axe h (our  suivant le cas) en entier. Dans le c ~  con- 
traire, et pour un tel chemin d'int6gration, l'int6grale 
(5) ne convergerait pas. D'apr~s la th6orie des int6grales 
de Fourier le chemin d'int6gration peut ~tre quelconque 
dans les plan complexe pourvu qu'il d6bute ~ - ~  sur 
l 'axe r6el pour aboutir g + ~ stir le m6me axe. L'int6- 
grale (5) peut alors conserver un sens si, d 'une part,  il 
existe une fonction analytique/?(z) qui se r6duit g/?(h) 
quand z = h (r6el) et si, d 'autre part,  le chemin d'int6- 
gration C ne comprend aucune racine (r6elle ou com- 
plexe) de (8). 

Si on fait d6croltre r6guli~rement le volume moyen 
v 1 (c'est-i-dire augmenter la concentration de la mati~re) 
il apparait  done une discontinuit6 dans la m6thode de 
calcul (et par cons6quent dans les propri6t6s) def(r)  au 
moment off l '6quation (8) commence ~ avoir des racines 
r6elles. Born & Green ont identifi6 cette discontinuit6 
avec le passage de l '6tat gazeux g l '6tat liquide. (]~tat 
gazeux quand v x est grand et que (8) ne poss~de pas 
de racines r6elles.) 

3. Diffusion des rayons X par les gaz 

Si l 'on veut, au moyen de l'expression (1), obtenir 
l'intensit6 diffus6e par un ensemble de particules, il faut 
d'abord 6valuer vg(h). D'apr~s les pr6c6dentes d6fini- 
tions nous pouvons 6crire: 

[ +~'r'+f2(r) ] P(r)- l=[a(r)+l]  1 Jr) -~-. +... - 1  

soit, en employant les m~mes approximations que 
Green & Rodriguez: 

P(r) - 1 ~_ a(r) + a(r) f (r) + f(r) ~_ ea(r) + f (r), 
d' off 

_v~(h__)) 1(2.): 2 (~ 
v 1 = h  v 1 ~/(2zr)Jo r[ea(r)+f(r)]sinhrdr. (9) 
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Nous tenons ~ pr~ciser que bien ~videmment le 
chemin d'int~gration de (9) est toujours l'axe r~el. 
Duns le cas des gaz les int~grales (6), (7) et (9) sont 
effectu6es sur le m~me parcours. EIles peuvent donc 
~tre compar~es directement ce qui iburnit" 

v~(~) 1 (2.)~ ~e~(~)+~, e~(h) 
vl h v~ [_ v~('2'~-q---~/~(~)_J" 

L'expression gen6rale de l'intensit6 (I) devient 
(Fournet, 1949 a) 

- -  V 1 

I(h)=I~(h)NF~(h) v~--(27r)~efl(h)" (10) 

L'expression (10) est simple; il est int~ressant de 
remarquer que nous n'avons pas besoh~ de calculer P(r) 
puisque cette fonction n'intervient que par l'inter- 
m~diaire d'une certaine int~grale, int~grale qui 
quelques d6tails pros figure d6j~ dans la th~orie de 
Born & Green. 

On peut penser que la formule (10) ~tablie pour les 
gaz est encore valable pour les solutions de grosses 
particules (prot~ines par exemple) si on n6glige les inter- 
actions particules-solvant et la diffusion propre du 
solvant (cette diffusion se produit duns un domaine 
angulaire tr~s diff6rent de celui relatif aux grosses 
particules). Nous devons toutefois noter une difference: 
la th~orie de Born & Green suppose que les particules 
constituant le fluide n'ont aucune ~nergie cin~tique de 
rotation; ceci est tout ~ fair justifi~ d'apr~s les r~gles de 
la m~canique ondulatoire pour les petites particules 
(atomes par exemple) mais ne l'est plus duns Ie cas de 
grosses particules. Nous avons repris les 6quations 
g~n~rales en y ~jout~nt les termes dus ~ l'6nergie 
ci~)~tique de rotation; dans les hypothbses ddj~ faites, 
l'6quation en n~(r) reste n6anmoins inchang6e ce qui 
justifie l'emploi de l'expression (10). 

Les anciennes formules (genre Zernicke & Prins ou 
Debye & Mencke) n'ont pas une structure mathdmatique 
simple: P(r) d@end & la lois de la concentration et des 
.forces interparticulaires, La formule (10) que nous pro- 
posons a l'avantage de sdparer ces effets (la concentration 
n'intervient que par v~ et la nature des forces entre 
particules que par l'interm6diaire de fl(h)). 

JEvolution des courbes de diffusion avec la pression 

L'expression (10) peut encore s'~crire 

1 
I(h) = I~(h) NF~(h) 1 - (2n)~ e(v~) -~ fl(h)' (lObis) 

ce qui montre que les formes des courbes de diffusion 
sont uniquement d6termin~es par le rapport 

u=(2~)~ e(v~) -~ 
et que ce n'est que pour attribuer une courbe ~ une 
certaine concentration qu'il faut connaitre e. Dans 
beaucoup de cas (temp6rature pas trop basse, pressions 
peu 61ev~es) on peut admettre que e est ~gal ~ l'unit6. 

Rodriguez (1949) a donn6 une formule g6n6rale per- 
mettant de calculer e. Si v 1 est tr~s grand, on retrouve 
le r6sultat classique (voir Guinier, 1939) 

I(h)=Ie(h)NF2(h) 

relatif aux 'particules ~loign~es'. Nous poss6dons 
maintenant un crit~re pour pr6ciser l'expression 'par- 
ticules 61oign~es': il faut que ufl(h) soit petit devant 
l'unit6. 

La plupart des diagrammes de diffusion des rayons 
X sont interpr6t~s en s'int~ressant uniquement 
l'absence ou ~ la pr6sence d'un maximum et, dans ce 
dernier eas, ~ sa position. Remarquons donc que la 
fonction d6fmie par (10 bis) pr6sente un extremum pour 

F2(h) [-2F'(h) ufl'(h) 7 
1 -ufl(h) [ _ ~ +  1-ufl(h)_J =0 (11) 

soit encore, en 4currant les solutions F(h) -O et en 
61iminant l 'extremum correspondant ~ h--O: 

1 F(h) fl'(h) 
u - - 2 F ' ( h )  +fl(h)-y(h).  (12) 

La connaissance de la courbe repr6sentative de la 
fonction y(h) permet alors de d6terminer tons les 
aspects de l'intensit6 diffus6e" 

(a) Pour de tr~s grandes dilutions de la mati~re 
(v 1 grand) la droite y = u  -1 ne peut couper la courbe 
y(h). L'intensit~ ne pr6sente pas d'autre maximum que 
celui situ~ ~ l'origine (nous supposons que la fonction 
F(h) est d6croissante duns le domaine utile). 

(b) Pour la concentration telle que (u) -1 soit ~gal au 
maximum maximorum de y(h) la courbe I(h) poss~de 
un point d'inflexion ~. tangente horizontale. 

(c) Pour des concentrations plus grandes, il y a en 
g6n~ral deux intersections de la droite y-=u -1 et de la 
courbe y(h). Si F(/i) est d6croissant dans le domaine 
consid6r6 l'intensit~ pr~sente un minimum quand la 
d~riv6e y'(h) au point d'intersection est positive, et un 
maximum dans le cas contraire. 

Le maximum se produit donc, au contraire du mini- 
mum, pour des angles de plus en plus grands au fur et ~t 
mesure que la concentration augmente. Le r~sultat 
precedent est g~n6ral [F'(h)<0] en ce sens que s'il 
existe un maximum ou un minimum (autre que l'extrc- 
mum se produisant ~ h = 0) ils suivent la r~gle indiqu~e, 
mais il se peut 6videmment que les diff~rentes condi- 
tions (encombrements, domaine de stabilit6, etc.) qui 
limitent inf6rieurement le volume v I ou bien certaines 
configurations de F2(h) et de fl(h) fassent que les courbes 

maximum-minimum ne soient jamais atteintes. D'un 
autre c6t6 il est 6galeraent possible que l'intensit~ 
pr~sente plusieurs maxima et plusieurs minima, cer- 
tains pouvant d'ailleurs apparaitre ou dispara~tre au- 
dessus d'une certaine concentration. Pour des par- 
ticules ~ structure interne fortement marquee (CC14 par 
exemple) il peut exister des domaines off F(h) est 
croissant. Dans ces domaines les extrema suivent la 
r~gle contraire ~ celle pr6c~demment ~nonc6e. 
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Tousles extrema appartiennent b~ la courbe repr& 
sentative de 

- 2 F ' ( h )  f t ( h ) - ]  . ~(h)=Uh)2V~Xh) [1+ ~ ~  j (12bis) 

L'6quation (12) montre que dans le cas off le facteur 
de diffusion est d6croissant les extrema ne peuvent avoir 
lieu que dans les domaines off ft(h) est croissant. Nous 
examinerons plus loin les renseignements que l'on peut 
obtenir k partir de la position angulaire des extrema. 
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Fig. 1. Exemple  seh6matique m o n t r a u t  les courbes repr6- 
sentat ives de fl(h), y(h) et des fonctions correspondantes 
I(h) [_NI~(h)] -x relatives ~ diff6rentes concentrat ions (carac- 
t~ris6es par  les diff6rentes valeurs de u). On a indiqu6 
par t i r  des courbes y(h) et E(h) la construct ion du m a x i m u m  
de la courbe de diffusion relative ~ us. 

~ous repr6sentons sur la Fig. 1 un exemple sch& 
matique montrant la fonction ft(h), la fonction y(h) et 
difffirentes courbes de diffusion pour lesquelles nous 
avons port6 en ordonn6e I(h)[I~(h)N]-x; dans ces 
conditions, les courbes de diffusion passent par des 
points fixes (la position angulaire de ces points est 
d~finie par la condition ft(h) = 0) et la courbe relative au 
volume moyen, vx, est entibrement comprise entre les 
courbes relatives ~ v~ + dv~ et v~-  dv~. 

Ddpouillement des expdriences 
Alors clue les anciennes theories permettMent de 

calculer P(r) apr~s une inversion de Fourier des donn~es 
exp6rimentMes, la formule (10) peut fournir ft(h) et 
m6me la fonction du potentiel ¢(r) elle-m~me. On peut 
ainsi espdrer relier de fagon relativement simple les 
rdsultats des mesures de diffusion des rayons X avec 
diffdrentes caractdristiques de la matiAre dtudide. (6quation 
d'~tat par exemple). Deux courbes d'intensit6s Ii(h ) 
and Ik(h) relatives k des volumes moyens vl. i et vl.~ 
suffisent th~oriquement pour cMculer 

eft(h) (2zr) t  = I k ( h )  - I* (h )  
I,(h) I,(h) 
Vl, k Vl, i 

d'ofi la fonction aft) par inversion de Fourier (6) et 
(I)(r) par (4). Cette dernibre relation montre que le 
potentiel q)(r) sera trbs real cormu lorsqu'fl sera sup6rieur 

3 kT. environ (une tr~s grande variation de (I) produit 
une faible variation de a). 

La formule (10) permet 6galement d'obtenir le 
facteur de diffusion--dont l'interpr6tation peut fournir 
de pr6cieux renseignements (Guinier, 1939; Fournet, 
1950)--par 

I~(h) NEd(h)= Ik(h) I,(h) [v~.~-vu]" 
Ii(h) vl, k -  I~(h) vl, i 

Si l'on dispose de plusieurs eourbes exp6rimentales 
relatives k plusieurs valeurs de v~, f l y  a int6rgt 
6tudier pour chaque valeur de h les variations de 

NI,(h) I ( h ) 1 [  ' l  (21r)t eft(h!l =F~,h, 1 (13) 
vl J 

en fonction de (vl) -1. Cette courbe doit gtre une droite 
qui permet de d6terminer F~(h) (inverse de l'ordonn6e 
l'origine) et eft(h) (li6 au coefficient angulaire). 

4. Diffusion des rayons X par les liquides 

Dans ce cas, l'~quation (8) poss6dant en g6n6ral deux 
racines r~elles h 0 et - h  0 (ft(h) d6finie par (6) est une 
fonction paire), le ehemin d'int6gration U des int6grales 
(5), (6), (7) ne peut gtre constitu6 par la totalit6 de 1'axe 
r6el. La difficult6 math6matique est alors de eomparer 
la valeur de ces int6grales £ l'expression v2(h) com- 
portant une int6gration sur l'axe r6el. Une suite de 
calculs (voir d6tails Fournet, 1950) permet d'aboutir, 
pour l'expression de l'intensit6 diffus6e par un liquide, 

(Fournet, 1949 b, c) 

v1-(2.? ¢(h) (2.)~ ( h ~ ~ ( h o ) / '  
(14) 

off ft'(ho) d6signe la d6riv6e de la fonction ft(h) prise au 
point h = h 0. L'expression (14) convient aussi bien pour 
les liquides que pour les gaz puisque dans ce deruier cas 
il n 'y  a pas de racines rfielles de (8) et que, par con- 
s6quent, on doit supprimer le deuxibme terme de (14). 
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Dans le cas des liquides chaucun des termes de (14) 
tend vers l'infini quand h tend ~ h o mais un ddveloppe- 
ment limit6 dans cette r6gion permet d'6crire 

1 1.7 
E~-(~ {'"}= (2n)~ efl'(ho) k . 2 ~ )  2h~_~ + (h-h°)'" '  

(15) 

ce qui montre qu'il n'y a aucune discontinuit6 dans la 
courbe de l'intensit6 au voisinage de h = h 0. 

Calcul numdrique 
Comme pour les gaz la forme de la courbe de diffusion 

est uniquement d~termin6e par la valeur du rapport 

U = (2~) ~ e(Vl) -1 = [~(h0) ] - l ,  

1 2h 0 } 

I(h)=Ie(h)NF~(h) 1 fl(h) fl'(ho) (h~_h~ ) . (14bis) 
fl(ho) fl(ho) 

La courbe fl(h) 6rant trac6e, on d6termine graphique- 
ment h0, abscisse du point d'intersection de la droite 
y=u  -1 avec la courbe/?(h), puis la d6riv~e/?'(h0). I1 se 
peut que la courbe representative de l(h) pr6sente une 
oscillation autour de h=h o mais nous savons que ce 
n'est 1~ qu'une consdquence de l'impr6cision des 
d6terminations graphiques (voir (15)). 

J~volution des courbes de diffusion avec la pression 
Le premier terme de (14 bis), n6gatif pour l'angle nul, 

d~croit d'abord jusqu'~ -oo  (h=h0) , repart de + ~  et 
reste toujours positff. Le second terme subit une 
6volution inverse et son influence ne se fait sentir 
pratiquement que de h = 0  ~ h=2h  0 (cette derni~re 
limite est arbitraire). Dans la r6gion souvent la plus 
int6ressante (r6gion du premier maximum situ6 ~ un 
angle non nul) l'influence du deuxi~me terme est faible. 
La position et la valeur de ce maximum seront done 
d~termin6es en premiere approximation par les r~gles 
pr6cddemment dtablies pour les gaz (expressions (12) et 
(12bis)). On peut pr6voir le sens dans lequel fl faut 
modifier ces pr6visions. Les extrema de (14bis) sent 
en effet d6termin~ par l'~quation en h suivante: 

F~(h) V2F'(h) ufl'(h) 
1-u/?(h) L F - ~  + 1 -u/?(h)J  

+/?'(ho)u(h2-h~) [. F(h) h-~-~_h~ ] =0.  (16) 

Le deuxi~me terme de (16) est toujours petit et positif 
dans la r6gion considdr6e (fl'(ho) < 0 et h > h0). Pour que 
l'6quation aux extrema soit rdsolue il faut done que son 
premier terme soit 16g~rement n6gatif. Les maxima de 
la courbe de l'intensit6 seront par cons6quent situds 
des angles plus grands que ceux prdvus par l'6tude du 
premier terme de (14bis), les minima ob6iront i~ la 
r~gle contraire. Les valeurs des ces extrema sent 
16g~rement inf6rieures ~ celles pr6vues par (12 bis). 

5. D i f f u s i o n  des  r a y o n s  X par  u n  e n s e m b l e  de  
spheres  dures  sans  a c t i o n  l 'une  sur  l 'autre  

Pour montrer comment on peut se servir des expressions 
que nous venons d'6tablir nous allons d'abord reprendre 
un probl~me de Debye (1927) (c'est en f a r  la g6n6ralisa- 
tion du problbme que Zernicke & Prins avaient r6solu 
pour un espace lin~aire): le calcul de l'intensit6 du 
rayonnement diffus6 par un ensemble de spheres 
identiques, imp6n6trables, de rayon R et de volume v 0 
contenant n 61ectrons et n'exergant aucune force les 
unes sur les autres. Pour traduire ces fairs il suffit de 
supposer que la fonction potentieUe, infinie pour r 
compris entre 0 et 2R, est nulle pour r > 2R. 

I1 en r~sulte que: 

a(r)=--I (0<r<2R) ,  
a ( r )=0  (r>2R). 

Le calcul de la fonction fl(h) fournit: 

hfl(h)= ~--~2~) f -2R 
soit: 

f l ( h )  = 
16Ra [ s in2hR-2hRcos2hR~ 

3 ~/(2~) 3 (2hR)a 

- 8v° O(2hR), 
(2.)~ 

off O*(x) est la fonetion qui intervient dans le calcul de 
l'intensit6 du rayonnement diffus6 par une sphbre 
(Guinier, 1939). L'6valuation de F2(h) ndeessaire pour 
appliquer l'expression (10) fournit justement n2¢9(hR) 
d'ofi (Fournet, 1949a) 

O2(hR) 
I(h) = I~(h) Nn21 +(8roe~v1)(I)(2hR)" (17) 

Pour r6soudre le m~me probl~me, Debye avait admis 
a priori que la fonction P(r), nulle pour 0 < r < 2R, 6tait 
6gale ~ l'unit6 pour r > 2R. I1 obtenait ainsi 

¢(2hR)J, (lS) 
expression approch~e de (17) pour les petites valeurs de 
Vo/V 1 (si e= 1) mais qui fournit des valeurs n6gatives 
aussitbt que 8vo/v I e s t  plus grand , 'e l'unit6. Le 
maximum (5,76) de la valeur de ce rap,.ort est atteint 
dans les syst6mes hexagonal compact ou cubique k faces 
centr6es. (Pour une discussion plus complete de la 
formule (18) voir Fournet (1950).) 

Notre formule (17) peut se g6n~raliser au cas off les 
m6mes partieules sph6riques (rayon R) ont un rayon 
d'imp6n~trabflit6 pR (distance entre centres sup6rieure 

2pR); elles n'exercent par ailleurs aucune force l'une 
sur l'autre. Ce cas peut se trouver r6alisd dans l'dtude 
de certaines solutions aquenses de grosses mol6cules 
(prot6ines par exemple) entour6es d'une couche de 

* No pas co~ffondre cet te  fonct ion ¢ avec la fonct lon  du 
potent ie l  O(r). Nous n ' avons  pas chang6 les no ta t ions  habi t -  
uelles car il nous semble que le contexte  indique toujours  
n e t t e m e n t  le sens qu'i l  convient  d ' a t t r i bue r  ~ O. 

i 
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molecules d'eau; cette touche n'intervient pas dans le 
caleul de l'intensit6 mais emp~che 6videmment les 
molecules de prot~ines de venir au contact. 

L'expression g~n~rale de l'intensit~ est 

(I)~(hR) 
I(h) =I~(h) N n  ~ 1 + (8p~voe/Vx) ¢(2hpR) " (17 bis) 

7 

Z ,-.f. 

8vo %0 

=÷ 

=1 

hR 

Fig. 2. R~seau de courbes de diffusion relatives k des spheres 
dures e t  sans act ion l ' tme sur l 'autre,  d 'apr~s la formule  (17). 

7 

BY0= 0 
V~ 

=÷ 

l hR 

Fig. 3. R~seau de courbes de diffusion relatives ~ des spheres 
dures e t  sans act ion l ' tme sur l 'autre,  d 'apr~s Debye  (1927, 
formule (18)). 

2 3 

Sur les Figs. 2 et 3 nous donnons deux r~seaux de 
courbes I(h) relatifs l 'un ~ notre formule (17) (Fig. 2), 
l 'autre ~ la formule de Debye (Fig. 3). Au moyen de leur 
principe de superposition et ~ partir  de considerations 
thermodynamiques Kirkwood & Boggs (1942) ont 
~tabli une ~quation fonctionnelle en P(r) tr~s semblable 

celle de Born & Green. Ils ont d~termin~ pour le 
module (spheres dures et imp~n~trables) dont nous 
venons de parler, la fonction P(r) et compar~ celle-ci 
une fonction exp~rimentale relative ~ l'argon. L'accord 

n'est pas excellent. I1 nous semble d'ailleurs d~licat 
d'essayer d'expliquer les propridt~s des liquides ~ partir  
de particules n'exer~ant aucune action l 'une sur l 'autre. 

6. Diffusion des rayons X par l'argon 

Pour ~prouver la validit~ des expressions que nous avons 
~tablies, nous croyons preferable de comparer les courbes 
d'intensit~ (l'une exp~rimentale, l 'autre c~lcul~e 
partir  de (10) ou (14)) plutSt que les courbes P(r) (l'une 
d~termin~e par inversion de Fourier des donn~es ex- 
p~rimentales, l 'autre calcul~e num~riquement ~ partir  
de fl(h)). Nous avons choisi comme substance l 'argon 
qui a ~t~ bien ~tudi~ et dont les molecules sont mono- 
atomiques et sph4riques. Lennard-Jones (1937) a 
propos~ pour l'expression du potentiel (I)(r) relatif aux 
gaz rares la forme suivante: 

Le terme en r -6 est un r6sultat th6orique (forces de 
dispersion de London (1930)) tandis que le terme en 
r -1~ a 6t6 choisi pour traduire l'existence des forces de 
r6pulsion. Les constantes ¢0 et r 0 relatives ~ l 'argon ont 
6t~ d~termin6es ~ partir  de certaines donn~es exp~ri- 
mentales (Lennard-Jones, 1937). Nous pouvons donc 
calculer l'intensit6 des rayonnements diffus6s par 
l'argon, soit liquide, soit gazeux, grace aux expressions 
(10) et (14). Les formules de d6finition (4) et (6) mon- 
trent  qu'il existe une fonction/?(h) pour chaque tem- 
perature. Le calcul effectif des/?(h) fair intervenir une 
int6grale transcendante, aussi les calculs num~riques 
sont-ils laborieux. •ous nous sommes servis de la 
courbe/?(h) calcul~e par Rodriguez pour 150 ° K. pour 
~tablir les courbes d6j~ publi~es (Fournet, 1949b) mais 
pour les courbes du present m6moire, nous avons 
utflis6 (et compl6t~) les r6sultats de Montroll & Mayer 
(1941) plus pr6cis et relatifs ~ un certain domaine de 
temp6rature. La Fig. 4 indique les r~u l t a t s  exp6ri- 
mentaux de Eisenstein & Gingrich (1942) relatifs ~ un 
gaz et un liquide sons des pressions voisines de la pres- 
sion d'6bullition ~ la temp6rature des experiences, 
149,3 ° K. (~ ti tre de r~f6rence la courbe du carr6 du 
facteur de structure ~'2(h) de l 'argon est repr~isent~e en 
pointill6). Signalons que la technique exp6rimentale 
6tait tr~s soign6e" emploi de radiation rendue mono- 
chromatique par r~flexion sur une lame de calcite, 
chambre dans le vide. La Fig. 5 donne nos r~isultats 
th~oriques relatifs ~ l 'argon gazeux au point d'~bullition 
(u = 0,0565 A.-a). Les courbes des liquides ont 6t6 t r a ~ e s  
sur la Fig. 6; comme nous l 'avons d6j~ fair remarquer, 
la forme d'une courbe de diffusion n'est d6termin6e que 
par la valeur du rapport  u=(2n) te(v l )  -1 et, pour 
obtenir un ordre de grandeur de la valeur de u corre- 
spondante £ la courbe exp6rimentale ' l iquide' ,  nous 
pouvons remarquer: 

(a) Les courbes 'gaz '  varient assez peu autour de 
u = 0,0565 A. -a. 
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(b) Les d6terminations de e faites par Rodriguez 
(1949) pour l 'argon £ 150°K. montrent  que e varie 
relativement peu dans la r6gion 6tudi6e et voisine du 
point d'6bullition; on peut done admettre que les 
variations de u ne proviennent que des variations de v 1 
(d6termin6es £ partir  de la densit6). 

~(h) 

• F~(h) 
~*' • , ~  - . 

' ,. ,2''  " ~ ~ .  

t J i t 

1 2 3 4 h (At ~) 

Fig. 4. Courbes exp~rimentales de diffusion relatives ~ l'argon 
soit liquide soit gazeux k des pressions tr~s voisines de sa 
pression d'~bullition k 149,3 ° K. A titre de r~f~rence l~ 
courbe du carr~ du facteur de structure F2(h) est repr~- 
sent4e on pointill6 fro. 

~(h) 

,,, ) 

"~, , .  

I I I I 

1 2 3 ~, h (A. -~) 
Fig. 5. Courbe th~orique de diffusion de l'argon gazeux ~ sa 

pression d'~bullition k 149,3 ° K. 

Eisenstein & Gingrich indiquent pour rapport  des 
densit~s du gaz et du liquide qu'ils ont examin6 
149,3 ° K.: 0,737 × (0,330) -1, ce qui permet, combin6 
notre premiere remarque, de fxe r  l 'ordre de grandeur 
de la valeur de u relative au liquide 

0,0565 × 0,739 × (0,330) -1 = 0,126 A.-a. 

Le meilleur accord entre les courbes exp~rimentales et 
th~oriques correspond ~ u = 0,143 A. -a (courbe tiret~e 
de la Fig. 6). 

L'accord gdndral est tr~s bon. Les maxima sont bien 
prdvus ~ leur position. Les fortes intensit~s diffus~es 
aux faibles angles par le gaz au voisinage du point 
d'6bullition sont fournies directement par la th~orie; 
il n 'y  a pas besoin de faire appel ~ des hypotheses 
sp~ciales (Eisenstein & Gingrich, 1942; Vineyard, 1948) 
sur la formation d'essaims d'atomes, ni de d6composer 
arbitrairement l'intensit~ en iteux termes comme le fair 
Vineyard. Les r~sultats exp6rimentaux de Eisenstein 
& Gingrich, relatifs ~ d'autres temp4ratures, v6rifient 
parfaitement les lois g~n~rales que nous avons ~tablies 
au sujet de la position et de l'existence des maxima 
(voir particulibrement Ies courbes (5) et (6) du m~moire 
d'Eisenstein & Gingrich). 

I(h) 

..~/F 2 (h) 
"%, 

i 

i 

1 

,•, u = 0,200 A:- 

u =0,143 A7 ~ 

2 3 h (A_ ~) 

Fig. 6. Courbes th6oriques do diffusion de l'argon 
liquide ~ diff~rentes densit~s k 149,3 ° K. 

Signalons enfin que la trbs forte diff6rence entre les 
valeurs de l'intensit6 diffus6e aux trbs faibles angles par 
le gaz et le liquide correspondant est un fair g6n6ral 
pr6vu par l'expression (14). 

7. G6n6ralisafions 

Particules identiques mais non sphdriques 
Examinons d 'abord le cas off los particules, toutes 

identiques, ne poss~dent pas la sym6trie sph6rique. 
L'expression (1) n 'est  plus valable car fl faut distinguer 
la moyenne du carr6 du facteur de structure F2(h) et le 
carr6 de la moyenne F(h) 2. Si l 'on suppose que les 
orientations des particules et la position de leur centre 
sont ind6pendantes en probabilit6 on obtient dans le 
cas des gaz (Fournet, 1949 a) 

i(h)=ie(h)N{F~(h)+F(h)2 vl(2n)--:Y--eft(h)] " e f t ( h )  1 (19) 

L'6tude math6matique d6taill6e de cette fonction 
fournit des r6sultats semblables £ ceux d6velopp6s dans 
§3. Pour des particules pas trop anisotropes, pour 
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lesquefles le rapport (F2--F~)/F ~ est petit  devant 
l'unit~, on peut m~me employer l'expression (10) sans 
commettre de grosses erreurs. Une ~tude exp~rimentale 
(Fournet, 1950) de la diffusion des rayons X par des 
solutions plus ou moins concentr~es d'h6moglobine 
humaine, fournit des courbes de diffusion en parfait 
accord avec la th~orie (Fig. 7). 

Nous ne donnerons pas la formule concernant les 
liquides dont les mol6cules sont de formes quelconques, 
car fl parait  peu vraisemblable de supposer, pour des 
~tats de la mati~re aussi concentr~s, que les forces entre 
de telles molecules ne d~pendent que de la distance de 
leur centre. 

1 x l O  -= 
i 

~307o 
o 

2 X10 -~ -~ radian 
I I 

degrg Angle 

x=10% 

Fig. 7. Courbes exp6rimentales de diffusion par  des solutions 
aqueuses d 'h6moglobine humaine  & diff6rentes concentrat ions 
(x est la rappor t  de la masse d'h~moglobine k la masse totale 
de la solution)." 

Dans le cas off les orientations et les positions des 
particules ne sont pas ind~pendantes, nous aeons pu 
~tablir (Fournet, 1950) une expression 'g~om~trique' 
de l'intensit~, g~n6ralisation de l'expression (1). I1 
reste encore ~ trouver l'expression ' thermodynamique '  
correspondante. 

Ensemble de plusieurs esp~ces de particules 

Nous aeons g~n6ralis6 l'expression (1) en intro- 
duisant des fonctions Pit(r), li6es k la probabilit6 de 
trouver une particule d'esp~ce i ~ une distance r d'une 
autre particule d'esp~ce j.  Si l'on 6tend par ailleurs la 
validit6 de la th~orie de Born & Green ~ de tels ensembles 
on obtient en d6finitive une expression de l'intensit6 ne 
faisant in tervenir~en dehors des facteurs de structure, 
du nombre de particules de chaque esp6ce contenues 
dans le volume V explor~ et de la temp~rature---que les 
fonctions q)i~(r), expression du potentiel mutuel entre 
deux particules d'esp~ces i e t j  (Fournet, 1949c, 1950). 

8. Lhnites de l'appHcation de la 
th6orie de Born & Green 

Les deux principales hypotheses de la th6orie de Born 
& Green sont: 

(a) Les forces intermol~culaires sont les forces 
centrales. 

(b) Validit~ du principe de superposition. 
La premibre hypoth~se est v6rifi6e dans le cas de 

particules ~ sym6trie sph~rique (atomes de gaz rares 
par exemple). Dans les autres cas on ne peut admettre 
sa validit6 que si la matibre n'est pas trop concentr~e 
(par exemple la th6orie ne peut s'appliquer k l 'eau 
liquide). I1 est difficfle d'6valuer exactement la l~giti- 
mit6 du principe de superposition (Prigogine ~tudie 
actueUement cette question). 

Nous devons ~galement signaler que la th~orie corn- 
porte un certain nombre de simplifications math6- 
matiques (en particulier dans la r6solution de l '~quation 
fonctionnefle en n2(r ) off l 'on remplace dans certains cas 
f(r) par sa valeur moyenne e - 1 ) .  Sans faire aucune 
hypoth~se ou simplification suppldmentaire, nous aeons 
transformd l'expression gdndrale de l'intensitd (1) grdce 
aux rdsultats de Born & Green. L'expression (1) est 
valable--en gros--sous la settle condition qu'fl y air 
ind6pendance entre les positions et les orientations 
des particules, ou, ce qui revient au m6me, que les 
forces interparticulaires soient des forces centrales, 
c'est-k-dire pr~icis6ment une des hypotheses de la 
th6orie de Born & Green. Les expressions (10) et (14) 
ont done le m6me domaine de validit~ que cette th~orie. 

I1 est difficfle de pr6ciser ce domaine. Ce qui est stir 
c'est que nos formules (10) et (14) constituent une 
approximation de la vdritable expression thermo- 
dynamiqu¢ de l'intensitd du rayonuement diffusd. C'est 
l'expdrience qui dolt nous renseignsr Bur la valeur de 
cette approximation: nons aeons vu qu'elle est tr~s 
bonne pour l 'argon aussi bien gazeux que liquide k 
149,3 ° K. 

9. Conclusions 

Les diff6rents auteurs (Debye, 1927; Gingrich & Warren, 
1934; etc.) qui ont 6tudi6 l'influence du rapprochement 
des particules au moyen de l'expression (1) se sont 
donn6s a priori une fonction P(r). On peut faire une 
grave objection k ces travaux; leur but  est de d~iter- 
miner l'influence du rapprochement entre particules, 
mais ils supposent tous implicitement que la fonction 
P(r) ne varie pas avec le rapprochement des particules. 
La th6orie de Born & Green prouve qu'fl n 'en est pas 
ainsi: les expressions (3) et (5) montrent  net tement  
(~ T constant) l'influence de v 1 sur P(r). I1 est done 
difficile dans ces conditions de pr~ciser la valeur des 
r~sultats obtenus par ces auteurs. 

I1 nous a sembl6 plus int6ressant d'~tablir une 
nouvelle expression de l'intensit~i b, partir  de consid~ira- 
tions thermodynamiques. Cette nouvelle expression, 

l'oppos6 des anciennes, ne fair intervenir que les 
caract6ristiques intrins~ques de l'ensemble de particules 
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@tudi@es: volume moyen offert ~ chaque particule,  
temp@rature et potentiel  q)(r) des forces interpar- 
ticulaires. Les pr incipaux avantages que pr@sentent 
done cette formula sent: 

(1) Sans connaitre (I)(r) elle permet  de pr@voir les 
modifications qu 'apporte  ~ la courbe de diffusion le 
rapprochement  des particules. 

(2) Si on connait  le potentiel  (I)(r) on peut  calculer 
les courbes de diffusion relatives ~ routes les concentra- 
tions de la mati@re et routes les temp@ratures. 

(3) Si on dispose de plusieurs courbes de diffusion 
relatives ~ un gaz plus ou moins comprim@ (ou une 
solution de grosses particules plus ou moins @tendue) 
on peut  d6terminer le potentiel  des forces interparti-  
culaires. 

Nous croyons que le d4veloppement de ces m~thodes 
est susceptible d 'apporter  d 'uti les renseignements sur 
la microstructure de la mati~re. 

Ce t ravai l  a @t6 ex~cut@, au Conservatoire Nat ional  
des Arts et M@tiers, dans le Laboratoire du Prof. 
Guinier. Nous sommes heureux de remercier Monsieur 
le Prof. Guinier pour l ' int6r~t qu' i l  a port@ ~ ce travail .  
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Modulated Structures in Some Copper-Nickel-Iron Alloys 
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Some copper-nickel-iron alloys, of compositions characterized by the occurrence of a modulated 
structure as a pre-preeipitation stage in the transformation of the single-pha~se cubic to the two- 
phase cubic structure, have been re-examined by means of a refined technique which permits X-ray 
diffraction patterns of powder specimens to be made using only the Ka 1 characteristic radiation. 
X-ray patterns of single crystals and microscopic examination of lump specimens have also been 
employed. 

The experimental results are described and compared with the theory of diffraction for a modu- 
lated lattice, to which some extensions are made. The modulated structure is considered to be com- 
posed of a regular arrangement of coherent lamellae of two intermediate tetragonal phases, and the 
wave form of the modulation assumed is rectangular. Excellent agreement between theory and 
experiment is obtained over the range of existence of the modulated structure. 

The relation between the diffraction patterns of the modulated structures and those which arise 
from independent particles of the intermediate phases is discussed, and the possible relevance of 
this relation to the interpretation of the diffraction patterns of alloys of the age-hardening type is 
indicated. 

1. Introduction 
This paper is concerned with alloys lying in the field 
marked  'metas tab le  s ta tes '  in the phase diagram (due 
to Bradley,  Cox & Goldschmidt,  1941) for slowly cooled 
Cu-Ni -Fe  alloys (Fig. 1). This field lies at the ex t remi ty  

* Nowat Division of Tribophysics, Commonwealth Scientific 
and Industrial Research Organization, University of Mel- 
bourne, Australia. 

of the solid solubili ty gap in the face-centred cubic 
solid solution, and in it the tie lines correspond to 
approximate ly  constant  N i : F e  ratios, so tha t  the 
separation of the two equil ibrium (face-centred cubic) 
phases involves, chiefly, the diffusion of copper atoms. 

Bradley (1940) showed tha t  during the anneal ing of 
quenched single-phase alloys in this field, two inter- 
mediate  tetragonal  phases appeared- -pr ior  to the 


